Prérequis : Suites et séries de fonctions

I Généralités sur les séries entiéres

1) Deéfinitions et premiéres propriétés

Définition 1. On appelle série entiére toute série de fonctions de la forme
> a,z™ ol z est une variable complexe, et a, € C.

n=0
Exemple 2. — VzeR, e =3 %
n>=0
—Vzel—-1,1, In(1+z)= > (_1)n%
n>=1

Lemme 3 (Abel). Soit Y a,z™ une série entiére, et soit zy € C tel que
(anzd)n soit bornée, alors :

(i) Pour tout z € D(0,|z0]), D anz" est absolument convergente.
(i) Pour tout r €0, |20|[, D anz™ converge normalement sur D(0,r).

Définition 4. Soit > a,z" une série entiére. On appelle rayon de conver-
gence de " a,z" le réel R défini par :

R=sup{r e R* |IM € R,Vn € N, |a,|r" < M}
D(0, R) s’appelle le disque de convergence de Y a,z".

Corollaire 5. Soit > a,2"™ une série entiére de rayon de convergence R.
(i) Pour tout z € D(0,R), > anz" est absolument convergente.

(i) Pour tout z € C\ D(0, R), > anz" diverge.

(i) Pour tout r €]0, R[, > anz™ converge normalement sur D(0,7).

2) Détermination du rayon de convergence

Proposition 6 (Régle de d’Alembert). Soit > a,2™ une série entiére. Si

lim |2+t
n—+oo | 9n

i s n _ 1 1_ 1
la série entiére 3 an2" est R = 5 (en convenant § = +oo et - =0).

= A, avec A € RU {400}, alors le rayon de convergence de

Proposition 7 (Reégle de Cauchy). Soit > a,z" une série entiére. Si
7= A, avec A € R U {400}, alors le rayon de convergence de

lim |ay,
n——+00

Py s n _ 1 1_ 1
la série entiére 3 an2" est R =5 (en convenant § = +oo et -5 =0).

Proposition 8 (Régle d’Hadamard). Soit ) a,2™ une série entiére. Si
w = A, avec A € R U {400}, alors le rayon de convergence de

limsup |a,
n—-+oo

la série entiére Y a,z" est R= % (en convenant § = +oo et +%.O =0).
3) Opération sur les séries entiéres

Soient Y anz™ et Y b,z" deux séries entiéres de rayon de convergence
respectivement égal & R > 0 et R’ > 0.

Définition 9. La série entiére Y ¢, 2" définie par ¢, = a,+b, est appelée
somme des séries entiéres Y a,z™ et > b,z™. Son rayon de convergence
R" vérifie R” > inf(R, R).

n
Définition 10. La série entiére Y ¢, 2™ définie par ¢, = Y apb,—j est

k=0
appelée produit de Cauchy des séries entiéres > a,z"™ et > b,z". Son
rayon de convergence R vérifie R” > inf(R, R').

IT Propriétés de la somme

1) Régularité
Théoréme 11. L’application f, appelée somme de la série entiére
> anz", définie par :

f:|D0OR) — C

z —

est de classe C1. De plus, sa dérivée est donnée par :
| DO,R) —
n
z — Y na,2" !

Corollaire 12. La somme de la série entiére Y a,z" est en fait C*° sur

son disque de convergence. De plus, pour tout p € N, f®) est la somme
d’une série entiére. En outre :

VzeC, f(z) = i f(p)|(0) 2P
p=0 P

Ne

7 e
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2) Analycité

Définition 13. Soit K =R ou C, et soit 2 un ouvert de K. On dit que
[+ Q — K est développable en série entiére au voisinage de a € Q g’il
existe une série entiére > a,,2" et r > 0 tels que :

Vz € D(a,r), f(z)= Zan(z —a)"

n>=0

La foncion f est dite analytique sur € si elle est développable en série
entire en chaque point de 2.

Théoréme 14. Soit Y a,z™ une série entiére de rayon de convergence
R. Alors la somme f de la série est analytique sur D(0, R).

Théoréme 15 (Zéros isolés). Soit f une fonction analytique sur un ou-
vert connexe U non identiquement nulle. Alors les zéros de f sont isolés.

Corollaire 16 (Prolongement analytique). Soit U un ouvert conneze. Si
deux fonctions analytiques coincident sur un sous-ensemble D C U ayant
un point d’accumulation dans U, alors elles sont égales sur U.

Théoréme 17 (Formule de Cauchy). Soit > a,z" une série entiére de
rayon de convergence R, et soit f la somme de cette série entiére sur son
disque de convergence, alors :

2w

vr G]OaR[a Vne N, 2rra, = f(reie)efine do

0

IIT Comportement au bord de D(0, R)

Exemple 18. La série entiére Y z" a pour rayon de convergence 1, et
cette série diverge sur tout le cercle unité.

. N n
Exemple 19. La série enti¢re ) =5 a pour rayon de convergence 1, et
cette série converge sur tout le cercle unité.

Exemple 20. La série entiére » Z% a pour rayon de convergence 1, et
cette série diverge pour z =1 et converge pour z = —1.

Théoréme 21 (Abel angulaire). Soit > a,2" une série entiére de rayon
de convergence 1 telle que > a,, converge. On note f sa somme et :

Agz{ze(C‘l—z:pew,p>0, lo| <6}  pour 0<€<g

Alors :
i 7= X on
z€Ag n>=0

Théoréme 22 (Taubérien faible). Soit f la somme d’une série entiére
> anz™ de rayon de convergence 1. On suppose que lim f(z) = ¢ existe,
z—1-

et a, = 0(1). Alors Y ay, converge et £ = ay,.

n
n=0

IV Applications

1) Suites récurrentes

Exemple 23. On consideére la suite (ay,), définie par :

ag = 1
vn e N, apt1 = 2a, + 2"
Alors, pour tout n € N, on a a,, = (n+2)2"" L.

Proposition 24 (Nombres de Bell). Pour n € N*, on pose B,, le nombre
de partitions de l’ensemble [1,n] avec la convention By =1, alors :

1 nk
VkeN, B, =—- —
en B~y

n=0

n

2) Equation différentielles

ef—1—z
2

Exemple 25. L’équation 2%y" + 4ay’ + 2y = e* admet x
comme solution développable en série entiére.

Exemple 26. L’ensemble des solutions développables en séries entiéres
de zy" + 1y’ +y = 0 est la droite vectorielle engendrée par :

f;mz<(‘75))2

n>=0
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3) Construction de ’exponentielle complexe

Définition 27. On pose :

C —
z — exp(z)=e*= Y =

n!
n>=0

exp :

Théoréme 28. exp est une surjection de C dans C*.

Définition 29. On pose :

cs:|C —  C et sin:|C —  C
Corollaire 30. — VzeC, cosz= ) (_1)71(:;1’;!
n>=0
— Vz€eC, sinz= 3 (-1)" (;:;:11)!
n>=0
Développements

— Théorémes d’Abel angulaire et taubérien faible (21,22) [Gou]

— Nombres de Bell (24) [FGN]
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